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Statistik und Wahrscheinlichkeit 2

1 Empirische Verteilungen; Hiufigkeitsverteilungen

Eine Grundgesamtheit ist durch eine Stichprobe hinsichtlich eines Merkmals zu untersuchen. Das Merkmal
nimmt in dieser Stichprobe bestimmte Merkmalsauspragungen an. Fiir jede Merkmalauspragung wird fest-
gestellt, wie oft sie auftritt. Die Haufigkeit f; (frequency) der i-ten Merkmalauspriagung wird ermittelt.

Beispiel: In einem Wohnblock wird die Anzahl der in einem Haushalt lebenden Personen, die Haushalts-
groBe von 20 Haushalten erhoben. (HaushaltsgroBe.tii)
Es ergeben sich folgende Werte (Urliste): 2, 3,5,4,6,2,2,6,2,2,2,3,1,3,3,4,3,1,7,4

Merkmalauspragung x; Strichliste  absolute Haufigkeit f; relative Haufigkeit h;  relative Haufigkeit

Anzahl der im Haus- in Prozent

halt lebenden Personen
1 // 2 0.1 10%
2 H 6 0.3 30%
3 HH 5 0.25 25%
4 1/ 3 0.15 15%
5 / 1 0.05 5%
6 // 2 0.1 10%
7 / 1 0.05 5%

Summe 20 1 100%

n =20 Stichprobenumfang
xi Merkmalauspragung, HaushaltsgroBe, Anzahl der im Haushalt lebenden Personen
xi€{1,2,3,4,5,6,7} x1=1;x2=2;x3=3;..;x7=7

7

z fi =n . @ Data. Edi.tor E]@
fi absolute Haufigkeit (engl. frequency) der Haushaltsgrofe xi 1=l Elet [E_,:'; EL_T;D e e
7 =

hoof k=l LR

1 |10 -

hi relative Haufigkeit der Haushaltsgrofe xi ; 20 i=1 v = JLZ

listhame 1=

formula {-} {.}_|
Darstellung der absoluten Héufigkeiten als Diagramm: ! |
3
3 5
_ 4 4
. . Lo 5 8
Klicken Sie auf (== um den Data Editor von TII zu 6ffnen. g 2
E  Geben Sie die xi-Werte in Liste L1(und die fi-Werte in Liste L2) ein. 3 S
10 2
E  Klicken Sie auf Thr TII-Arbeitsblatt. Der Data Editor bleibt gedffnet. 2 2
13 1
S 14 3
=) Klicken Sie im Data Editor auf das Schaltzeichen , wahlen Sie dann :Ilg 3
4
die statistische Grafik und geben Sie in das erste Eingabefenster den Namen 17 3
der Liste L1 ein. :Ilg ’

. & 20 = -

Klicken Sie auf das Symbol | 4 |_ um die Grafik anzupassen und/um ll B

sie zu formatieren. . '
k¥ Functions

Stat Plots | /
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Statistik und Wahrscheinlichkeit

Pt Type: [Histogam | ]

Lt |L1

Eeaterey |

Cd!d’r.'.'.

—
e —

I~ Use Frequency
ClassBdge[-5 Classwidh [T
gfme;l___,,

;;itém‘:'[-_z[ cokr [l

[ ok | Concel |

Help

Pt Type: [Histogam | ]

Lt |L1

I Use Frequency

Dassfge[-95  Cosowidn[ T
_L;th'yle:lq went|— -] coor [l
_g!ye_m‘:»l-_zl Color .

Eeaterey |

Cancel | Help

Statistische Kenngrofien:

Histograrmm

1

2 3 4 5 B

Stabdiagramm

78 9

10

Driicken Sie E und 6ffnen sie damit das Stat Calculation Tool.
Tragen Sie L1 fiir die Werte der X List ein. Frequency bleibt zunéchst leer. |Calculate |& |Save Results|

[X]

EI Statistics Calculation

Calculation Setup |"1:'é|'c_uia'ti_uhﬂ'e_s'tﬂts‘ |

m

Calculation Setup  Calculation Resuls |

OneVanable Statistics

-eru't.- Tite: |
Ealcuﬁéfioﬁ-Typa: |Dne-VariabIe Statistics ﬂ 2 ==328
P Ex=65.
it U1 P Ed=265.
S W Sx= 16819474928
' List: | P ox=16393596311
e P n=20
Frequency: ] © minX=1
F Ql=2
~Output ¥ Median =13
7 oQi=d
Residual List: |RESID_ 7 maX=17.
Regression Equation: I'EQEQ[K] Copy | [Saveesits]  Concel | e |

showstat O =

325
65.

265,
1.63935963108
20.
1.68194749277
1

N W

Mit der Eingabe showstat() in eine neue Mathbox erhalten Sie die Kenngr6Ben und deren System-

bezeichnung.
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Statistik und Wahrscheinlichkeit

randint(1,7.20) =42.7.5.5.7.7.3..6.,1.5.6.4.1,5.2.,5.,3.5.,7.3.}
randint(1,7.20) =43.7.7.6.2.7.3.1.7.5.5.3.3.,7.5.6.7.6.3.6.

randseed(1234) ="Done"

randint(1,7,20) > L1 =92.3.5.4.6,2,2.6.,2.,2.,2.3.,1.,3.3.,4.,3.,1,7.4}

sortA(L1) ="Done"
={1.1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3, 4. 4.4.5.6.6,7}
sortD(L1} ="Done"
={7.6.6.5.4.4.4,3,3,3,3,3,2,2,2,2.2.2.1.1.}

|Heﬂ\ﬁewﬁ’thmmatLﬂtDalal-leb

L RTEEXET

" Use Frequency

uie [ o] e

coo: [l

Mak—

=

RN R R RS RN (N

Liniendiagrarmm
Polygonzug
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Statistik und Wahrscheinlichkeit 5

Von besonderer Bedeutung fiir die folgenden Uberlegungen ist auch die Summenhaiifigkeit (kumulierte
Haufigkeit) Fortsetzung des letzten Beispiels:

Im untersuchten Linzer Wohnblock wurde die Haushaltsgroe von 20 Haushalten erhoben. Die Auswertung
der Daten erfolgte in Tabellenform.
- In wie vielen Haushalten leben bis zu maximal 2 Personen?
Wir miissen die Haushalte mit einer Person und die Haushalte mit 2 Personen addieren.

2
2+6=f+f,= Zf i = 8 In 8 Haushalten leben maximal 2 Personen.
j=1
- In wie vielen Haushalten leben bis zu maximal 3 Personen?
Wir miissen die Haushalte mit einer, zwei und die Haushalte mit drei Personen addieren.

3
2+6+5=f+f,+f3= ij =13 In 13 Haushalten leben maximal 3 Personen.

=1
- In wie vielen Haushalten leben bis zu maximal 6 Personen?
Wir miissen die Haushalte mit einer, zwei, drei, vier, fiinf und die Haushalte mit sechs Personen
addieren.

6
2+6+5+3+1+2=f+ )+ f+f+f+f= ) fj=19
j=1
In 19 Haushalten leben maximal 6 Personen.

F = z f : absolute Summenhéufigkeit (kumulierte Haufigkeit)
j=1

i
H, = z h;  relative Summenhaufigkeit
j=1

Fortsetzung des letzten Beispiels:
Darstellung in Tabellenform: i ist die Zeilennummer

i Xi f; h; absolute Summenhéufigkeit  relative Summenhaufigkeit
1 1 2 0.1 2 0.1
2 2 6 0.3 8 0.4
3 3 5 0.25 13 0.65
4 4 3 0.15 16 0.8
5 5 1 0.05 17 0.85
6 6 2 0.1 19 0.95
7 7 1 0.05 20 1
Summe 20 1

© tinhof 2008
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Grafische Darstellung der Summenhaufigkeit: (haushaltsgroBe.tii)
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Aus Summenhéufigkeiten konnen wieder die einzelnen Haufigkeiten ermittelt werden:
i=1,2,...k
i=1,2,...k

f;=F -F
h; =H; -H,,
Mit F,=0und H,=0

Beispiel Fortsetzung: Die Tabelle gibt die Haushaltsgrof3e von 20 Haushalten in einem Wohnblock an.
Wieviele Personen leben im Durchschnitt in einem Haushalt?

L1 L2 L3 L4
i Xj fi hi Xi.hi
1 1 2 0.1 |0.1
2 2 6 0.3 0.6
3 3 5 0.25 |0.75
4 4 3 0.15 |1 0.6
5 5 1 0.05 [0.25
6 6 2 0.1 (0.6
7 7 1 0.05 |0.35
Summe: 20 1 |3.25

Durchschnittlich leben 3.25 Personen in einem Haushalt.

Median

0.4fy
0.3}
032}
0.2af
0o4f

0z2f
016}
o1z}

ooaf

atithrnetisches Mittel

|

|

|
[

0.04

Der Median darf ab ordinalskalierten Daten (Reihenfolge gegeben) berechnet werden.
Der Median teilt einen der GroB3e nach geordneten Datenbestand in zwei gleich gro3e Halften und wird von

Ausreiflern kaum beeinflusst.

Definition

Der Median von Messwerten, die ihrer Grof3e nach geordnet sind, ist
- der Wert in der Mitte, bei ungerader Anzahl von Daten.
- bei gerader Anzahl von Daten das arithmetische Mittel der beiden Datenwerte in der Mitte.

Beispiel:
23 33 35 45 é) 57 b 77 8
5,6,7,8

6
23333’4’i§_)67 b 78

Median = 4
Median = (4 + 5)/2 =4.5
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| Fortsetzung des Beispiels Haushaltsgrofe
Median = 3

'Stat Plot Styles %

Plot Type: [ Line

wList: |{M ean(L1) Mean(L1)}

‘Stat Plot Styles &

Flot Type: [%¥ Line

wList: I{median[L‘l J.medianfL1)}

Quartile

Der Median teilt die der Groe nach geordneten Daten in eine obere und in eine untere Hélfte.

Deselect All | Copy Al Cl Hel
. eselec | opy | ose | elp |@

List: {0,100} ™ Use Frequency ‘List {0100} I™ Use Frequency
~Line ~Line
Syl [— <] weiht|— <] cobe [l Syl [— v wet[— <] coor [l
-~ Mark ~Mark
Symbol. | @ - Se=[1 <] Symbol. | @y ~| Si=[1 <]
[ oKk | Cacel |  Hep | [ ok | cCaced | Heb
i— %) Median|[itteluer
wo  GtatPlots |
pl,.... .l{Hean(U),Hean(L'I)} [~]
|{O,'1CICI} |
|7| o~ . ||{med'ian(L‘1 y,median (L1 H
|{CI , 100}
[2e]
independentariable: [

Das untere Quartil Q ist der Median der unteren Datenhilfte.
Das obere Quartil Q; ist der Median der oberen Datenhilfte.
Das mittlere Quartil Q, ist der Median aller Daten.

Urliste: 2,3,5,4,6,2,2,6,2,2,2,3,1,3,3,4,3,1,7,4
Der Grof3e nach
geordnete Daten: 1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,5,6,6,7
untere Halfte obere Hilfte
1,1,2,2,2,]2,2,2.3,3,] 3,3,3,4,4]4,5,6,6,7
S | —
1.Viertel 2.Viertel 3.Viertel 4 Viertel
Q Q2 Qs
Median
242
== 2
Qi 2
3+3
= —= 3
Q2 5
4+4
= —— 4
Q3 5

randseed( 1234} = "Done"
randint(1,7,20) - L1
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Statistik und Wahrscheinlichkeit

Die Fiinf-Punkte-Zusammenfassung (nach John Turkey) einer Haufig-

) _ 107 Box-Plot-Di
keitsverteilung besteht aus 5 MafBzahlen: sl T
1. Minimalwert al
2. unteres Quartil Q, -
3. Median Q, sl
4, oberes Quartil Q; il = Meimatwert
. 5. Max1malwert ‘ ‘ Al
Ein Box-Plot-Diagramm ist eine grafische Veranschaulichung der Fiinf- 3l Q1 02 Q3 Whiskers
Punkte-Zusammenfassung. Nl Median
Die Box erstreckt sich iiber das Intervall [Q, ; Qs], den Quartilsabstand. il
Der Median wird in der Box durch einen Strich markiert. NN
Zwei Linien (whiskers, Schnurrhaare einer Katze) auerhalb der Box T2 34 8 7 @
gehen bis zum Minimalwert bzw. Maximalwert.
Fortsetzung des Beispiels Haushaltsgrofle. (haushaltsgroBe.tii/pdf)
Die Datenwerte liegen in Liste L1 vor.
Losung mit TII
g _@@ FM Functions
Klicken Sie auf den Pfeil neben dem Schaltsymbol fiir Grafik. A o SPit |
/,;-@ [
Wihlen Sie die statistische Darstellung: [
Im Eingabefenster fiir statistisc en Sie fiur Stat Plot Styles
XLiSt Ll eln Plot Type:’m
Andern Sie Weight auf die mittlere Dicke und die Farbe auf rot. . Wm;:“e'
i Histogramn
YList Muodified Box Plot 1
Aus der Auswahlliste fiir den Plot Type wéhlen Sie den Regular Box- "—/;ggm!pﬁbg@ Pt
Plot. Fie Chart
Line

Bestitigen Sie Ihre Einstellungen mit [OK] und aktivieren Sie das Kon-
trollkédstchen vor der eingegebenen Liste.

[
Passen Sie die Fenstereinstellungen an und fiigen Sie Ihre Grafik mit
in das aktuelle Arbeitsblatt ein

Anmerkung: Das Modified BoxPlot stellt Ausreifler als Einzelpunkte dar.

Verschiedene Darstellungsformen konnen auch kombiniert werden.

tark

——

Cancel ‘

Symbol: . »| Size: |1 -

Help

=
T

—= Rk L B ooy om0 W
— T T T T T T T T

© tinhof 2008




Statistik und Wahrscheinlichkeit 9

Veranschaulichung und Interpretation der Standardabweichung

oaly _ — 0sly — 0.4}y —

0@l x —§ X X+s 036} X naef

nazf n32p 032r |

nzf 020} 0.28p

n2af n2af O.24r

0k o2l 0zp

ol 016 nisf

.12f orr oz

o oosf Egi

onl oosf ) F e [
JESEIUEE TR | e T3 3 4 5 8 7 8

x =4.1 s=1.9975 x =395 s=1431 x =4.15 s=0.853

Die Standardabweichung s ist umso grof3er, je mehr die Daten gestreut sind.

Bei umfangreichen, annidhernd ,,normalverteilten* Daten gilt:
ca. 70% der Werte liegen im einfachen Streuintervall [ x -s; X + 5]
ca. 95% der Werte liegen in zweifachen Streuintervall [ x - 25 ; x + 2-s]

B(_aispiel: ) _ ) 100 -&nzahl
Die Korpergrofe einer Population (n =2000) sei -
angenihert normalverteilt. (koerpergr!.tii/pdf; 2219) 90 - _ - S —
* : : : _ X—Ss X+s —
Der Mittelwert sei x =170 cm, die 80 - X—2s I X+2s
Standardabweichung sei s = 10 cm. 70- f,f’1 ‘ii
i
Es gilt ndherungsweise: B0 - 4'f h
68% (1360 Personen) der Population sind 50- ."- I|'-
zwischen 160 cm und 180 cm groB. 40 - ! '
95% (1900 Personen) der Population sind 30- ,FII
zwischen 150 cm und 190 cm groB. 20 - i '
i 4
; : 10 - 1 i
Elngaben A'rl & Korpergolte
Initialisierung: e ey

t'atld-:-eed[:ﬂl@;: — "Done" 130 140 150 160 170 180 190 200 210

2000 normalverteilte Zufallszahlen in L1
(u=170; 6 = 10): randnorm(p,c,n)

L1 =randnorm( 170, 10, 2000

f1(x): normalPDF(x,170,10)*2000

Graph Styles
¥ Functions Bl Functions m i Connected ¢ Dot
fix) Stat Plots ] flx] stat Flots I Lire 1
Pl I i) 1| =~ | [t7e0. 750} ] sve[— <] wean[—<] coor |
I—‘ ‘ ‘{D 85} ﬁ.ﬁmimate
| 1 I # E * Path ™ Symbol (™ Path and Symbol
o .‘{1?0,170} |;7| |—|{180,180} ' E—
‘{D 507 ‘{U,BE} " MNone " Abave (+ Below
Ev.: ;v.: Shading Style: - ~| Colo; .
|ndependerit Yariat Independe Sriah Iv Detect Discontinuities
Deselect AII‘ Copy &l | Close | Help ‘ Desslect AII‘ Copy Al | Close | Help | 0K | Cancel | Hep |

© tinhof 2008



Statistik und Wahrscheinlichkeit 10

2 Zweidimensionale Verteilungen; Regressionsrechnung
Wir haben bisher nur eindimensionale Héufigkeitsverteilungen untersucht. In der Praxis findet man aber oft

einen Zusammenhang zwischen zwei Variablen X und Y.
Regressionsanalyse, Trendlinie

Mit der Regressionsanalyse wird versucht, den Zusammenhang
von quantitativen Merkmalen in Form einer mathematischen

80 - Kirpermasse

Funktion anzugeben. 75 -

s 178171 5
Beispiel: - ) ) ) . {171,570,3) ( al )
Von 5 zufillig gewidhlten Personen wurden Korpergrofle und Kor- 70- ®

permasse (Gewicht) gemessen.

L]

Gibt es einen Zusammenhang (Trend) zwischen Korpergrofle und BS- (160,363 4) {17567 3)
Kérpermasse? (KorpergroBeSpers.tii/pdf) i
Name KorpergrofBe incm | Korpermasse in kg BOF
Antonia 165 56.3 55 - d‘é 5156 3)
Berta 178 71.5 KarpergrilGe
Claudia 171.5 70.3 R 160 170 180
Dorothea 160.3 63.4
Erika 175 67.3 a0

T Korpermasse

Die Datenpaare (x; |y;) werden als Punkte im Streudiagramm
(engl. Scatter Plot) in einem kartesischen Koordinatensystem dar-
gestellt. Die dargestellten Punkte bilden eine Punktewolke.
Gesucht ist nun eine Trendlinie, dh. zunédchst eine Kurve, die den
Zusammenhang zwischen Korpergrofe und Korpermasse am
besten wiedergibt.

Die Frage ist nur, welche Kurve ist ,,die Beste*?

Welche Gerade gibt den Zusammenhang
75_ ,den ,,Trend“ zwischen x- und y-Werten am

besten wieder?

0=

B5- (160 3053 4)
-]

(176171 5)
(171 &[70,3)
]

L)

(17567 3)

Der einfachste Typ einer Néherungskurve ist die Gerade mit der 80r
Gleichung y=ax +b. 55 - (%5'553)
Die EinflussgréBe x (unabhéngige Variable, Korpergrofie) bedingt Kirpergrife
die Werte der ZielgroBe y (abhéngige Variable, Korpermasse). g 160 170 180
Zur Anpassung der Néherungskurve an das Streudiagramm wird
iiblicherweise die

a0 -y

Methode der kleinsten Quadrate verwendet.

Wir passen eine Gerade mit der Gleichung y = a'x +b
so an das Streudiagramm an, dass die Summe der
Quadrate der vertikalen Fehler (Residuen e;) minimal
wird.

Der Fehler zwischen dem berechneten y-Wert auf der
Regressionslinie und dem gemessenen y-Wert fiir das
Wertepaar (Xi|yi) ist das Residuum e;.

e, = vy; —(a-x;+b) i1=1,2,3,...n
— N —
Messwert  Modellwert
¥
. . . . ; , | | | .
Die Residuen sind die Abstinde zwischen den gemessenen EHJEEI 180 s 180

Werten yi und den Modellwerten (Punkten auf der Regres-
sionslinie).

© tinhof 2008



Statistik und Wahrscheinlichkeit 11

Die Quadratsumme F aller Fehler (Residuen) der n gemessenen Wertepaare (X;ly;) betragt:

2 2
n 2 n n
F(a,b) = ZGi = z (a-x;+b)—-y; | = z y(x;) = y; = Minimum
i=l =l y(x,) =1\ Modellwert Messwert

Losung mit TII

L1 LZ
165 56.3
178 71.5

171.5 70.3

160.3 63.4 /
175 G67.3 //

v(x) =ax+b ="Done" Ansatz der Regressionsgeraden

n=dm(Ll) =5
s Y — I * AT n n
:F'.‘a: b/- = iz:ll'ul'\}. I'._Lll_-i.]/" - ]_._'I:.l]ff /.' ="Done

F(a,b) = 144642.a> + a.(1699.6b - 112027.) + 5.b% - 657.6b + 21772.9
partielle Ableitung nach a: :Fa =0 -= gll (Gleichungl)

2 (F(a.b)) =28928468-a + 1699.6 - 112026.94

da -

ans =0 — gll =289285.-a + 1699.6b - 112027. =0
partielle Ableitung nach h: :Fh =10 -= gl2 (Gleichung2)
4 (F(a,b)) =10+ 1699.6:2 - 657.6
ap A

ans =0 — gl2 =169%6a + 10b-657.6=0

Lisen des Gleichungssystems gll,gl2

salve(gll, a) = a =-.005875-(b - 65.9137)

right (ans) — a =-.005875-(b - 65.9137)

soh-‘ei:g]_?: b} = b =-39.78%9

right(ans) — b = -39.7899

a = 0621028

1.},:‘ = 621028x - 319.7899 Regressionsgleichung

Auf analoge Weise kann auch Regressionsrechnung mit Funktionen héheren Grades betrieben werden.
(methode d_kl Quadr.tii/pdf)

Anmerkung: Allgemein giiltige Berechnungsformeln zur Regression finden Sie in einschlidgigen Biichern.
Auf die Moglichkeit Regressionslinien mit Hilfe von Matrizen zu berechnen wird hier nicht eingegangen.

© tinhof 2008



Statistik und Wahrscheinlichkeit 12

Wiinschenswert ist jetzt noch eine Aussage iiber den Zusammenanhang der statistischen Daten in Form ei-
ner Kennzahl genauer auszudriicken.

Dafiir definieren wir den Pearson’schen Korrelationskoeffizienten

'Md
e

._.
Il
=

>
Il

Mittelwert der x-Koordinaten der gegebenen Daten

Mittelwert der y-Koordinaten der gegebenen Daten

< |
Il
Bl— B~

.M:
=

._.
Il
—_

(; | ;7) entspricht dem Schwerpunkt der Punktewolke
IS - —
Sxy = n Z (X =X)(¥Yi —Y) Kovarianz
i=1 positiv, wenn die Daten von links unten nach rechts oben liegen
negativ, wenn die Daten von links oben nach rechts unten liegen

Sy Korrelationskoeffizient (Pearson)
r=—2 Die Kovarianz wird durch die Standardabweichungen s, und s, dividiert.
Sx *Sy Durch diese Normierung gilt fiirr: -1 < r<1.
R2=r2=B Bestimmtheitsmafl 0 < r><1

Der Pearson’sche Korrelationskoeffizient r ist auch ein MaB fiir die Linearitit des Zusammenhanges zweier
Merkmale. Er ist daher fiir nichtlineare Zusammenhénge nicht geeignet.

— MW e M @ N @mow@ O

= MW e O @ N @@ O

= MW e @~ oW D

— M W Bk m Mm@ O

r=0.063 F#=0.004 r=0A1 F=012

S S S S A S S T S S SR ST, | A S S T S N SR ST, | S S S S S S S ST |
1.2 3 4 5 6 7 8 510 1 2 3 4 5 6 7 8 910 1 2 3 4 5 6 7 8 910 1.2 3 4 5 6B 7 8 910

Wegen des groBen Rechenaufwandes wird die Trendlinie in Folge ausschlieBlich mit Technologieunterstiit-
zung berechnet.

T® OSTERREICH
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13

Trendlinien mit Hilfsmitteln berechnet

Der GTR (TI-83/TI-84) bietet 11 Regressionsvarianten, die es ermdglichen schnell und einfach die Gleichung einer
Regressionskurve zu berechnen. TII und andere Softwareprodukte bieten noch mehr Méglichkeiten fiir die Regression.

Berechnung der Trendlinie mit TI InterActive! (Fortsetzung des Beispiels)

E  Geben Sie im ersten Schritt die gegebenen Daten in Listen L1 und L2 ein.

Markieren Sie die Listen mit den Daten.

Offnen Sie das Stat Calculation Tool mit .

im]

Eingabe in das Fenster der Statistics Calculation:

Calculation Type: aus der Liste Linear Regression (ax+b) wihlen

=4 Data Editor
File Edit View Insert Format List
[T1 Math =l =]
listname L1 L2
formula {-} {-}
1 165_| E6.3
2 178 7.5
3 171.5 70.3
4 160.3 63.4
5 175 67.3
c

XList: L1

El Statistics Calculation

YList: 1.2
Residual List: Listenname frei wihlbar
Regression Equation: Name der Funktion(x)

=2 Calculate

E  Markieren (M) Sie Rechenergebnisse, die auf Ih-
rem Arbeitsblatt dargestellt werden sollen.

2 Klicken Sie auf|Save Results
nisse der Regressionsrechnung ins Arbeitsblatt zu

, um die Ergeb-

Caleulation Setup l Caloulation R esults ]

|nput

Calculation Type: |Linear Regreszion [a2+h] j

¥ List: L1

Y List: ||_2

Frequency: |

Olutput

Residual List: |RESID_

Regression Equation: |reaE 0]

ubernehmen.

El Statistics Calculation

Grafik

&

Eingaben in das Eingabefenster:

= Klicken Sie auf

Calculation Setup  Caloulation Results l
Results

Linear Regression [ax+h]

Title: |

¥ regEQ(x) = 621028-x +-39.7899

= Fenstereinstellungen:

Amin: [150.
¥ma: [120.
Yscale:
Ymin:
Ymae: |20,

Yecale:

B Functions  a=.621028
= ]Stat F'Icuts] Moo=t
— o v r=.732971
¥ X):i= regq X o
~| L] = 537246
I@ Functions
80 -
Y= Stat Plots l
o[ WF
E

5%_[] 1E|50
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Einfiigen der Grafik mit ™| und des Data Editors mit in Thr Arbeitsblatt.

Das Arbeitsblatt muss unter Umstidnden noch im Layout verbessert werden. (regressionsrechnung.tii)

Aufgaben

01

02)

Das 3. Gesetz von Kepler

Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen um die Sonne.

Es ist offensichtlich, dass der Abstand von der Sonne einen Einfluss auf
die Umlaufzeit der Planeten hat.

Die Frage ist nur, ob dieser Zusammenhang linear, quadratisch,
exponentiell oder von einer ganz anderen Form ist.

Untersuchen Sie mit Hilfe der Regressionsrechnung den funktionalen
Zusammenhang zwischen Bahnradius (genauer: grof3er
Ellipsenhalbachse) und Umlaufzeit.

Vergleichen Sie die Regressionstypen linear, quadratisch, exponentiell
und potenziell.

Berechnen Sie 2.

Anmerkung: Vergroflern Sie in Threr Grafik den Bereich fiir

Merkur, Venus, Erde und Mars.

Welche Regression modelliert in dieser VergroBerung die
Punktewolke besser?

(Kepler3.tii/pdf)

Sonne

Merkur
Venus
Erde
Mars
Jupiter
Saturn
Uranus
Neptun

Pluto

100000
90000
80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
100

Mittlerer
Bahnradius
in 10° km

57,87
108,14
149,60
227,80

777,84
1426,10
2867,83
4493,65

5899,04

Umlaufzeit in Tagen

Umlaufzeit

88,00 d
225,00 d
365,25 d
687,00 d

1197

29,51

84,0 ]
164,87

2515950

| Entfernung von Sonne

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Sinus Regression

Die Tabelle enthélt die Tageslédnge in Minuten im nordlichen

Burgenland, gemessen an bestimmten Kalendertagen.

Berechnen Sie eine Funktion, die die Punkte optimal annéhert.

An welchem Tag ist die Tagesldnge maximal?

An welchem Tag ist die Zunahme der Tagesldnge maximal?

_4| (266.892884, -2.77812154)

{288 393884, -3.7T7B07T44)

(SinusTaglaeng.tii/pdf; vergleiche: 366Tage.tiipdf)

Tag Tageslidnge
1 506

32 569

60 660

91 769

121 869

151 944

213 902

274 703

335 521

365 505

000

2

3

T3 OSTERREICH
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Statistik und Wahrscheinlichkeit 15

2 Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Historischer Wahrscheinlichkeitsbegriff: P(A) = h(n) fiir grofle n

Die relative Hiaufigkeit h(n) stellt fiir eine hinreichend grofle Anzahl von Durchfithrungen des Zufallsexpe-
riments einen Schiatzwert fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P dar.

Beispiel: Darstellung der relativen Héaufigkeit h(i) mit TI InterActive!. (WerfenWiirfel.ti)
Die Darstellung wurde durch Verwendung eines kleinen Programms automatisiert.
Untersuchtes Ereignis: Augenzahl 6 bei 500 Wiirfen

() ;Deﬁne Wue rfel-ifa,n:: = Func E

4 tlocal ai

0.95 ;::seqi;a:a_:_l n ‘—>L 1

corandint] 1.6.n) —1.2

: oforiln i
«Af L2[1]=x Then
::1—>L3—[|i:|
“Else '
0—-L3 |:1:| ’
“EndIf

0.051 “EndFor

feumsuml L3 ) —L4

.................................................. i “L4L1-LS ;
30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 420 450 480 *EndFunc ="D0ﬂE"§
.

zzzzzzzzzzzzz FEYIVVRVFRRRRNS RN RN RN RN RNTFII YV )

Die Héufigkeit h(i) ,,stabilisiert* sich in der Ndhe der Wahrscheinlichkeit P = 1/6.

Es stellt sich die Frage: Kann man rel. Haufigkeiten h(i) vorhersagen oder wenigstens einschranken?

Beispiel: In einer Klasse der BHAK Eisenstadt befinden sich 25 Schiiler.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Tag mehr als ein Schiiler Geburtstag hat?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass allgemein bei n Personen an einem Tag mehr als eine Person
Geburtstag hat?

¢) Ab wie vielen Personen ist es wahrscheinlicher, dass mehrere Personen am selben Tag Geburtstag haben,
als dass alle Personen an verscheidenen Tagen Geburtstag haben?

Bei der Losung der Aufgabe nehmen wir an, dass alle 365 Tage eines Jahres gleichwertig sind und wir vernachldssigen
Schaltj ahre. (Geburtstagsproblem.tii)

A ... mehrere Personen haben an einem Tag Geburtstag
A ... alle Personen haben an verschiedenen Tagen Geburtstag
Zahl der Per- | Wahrscheinlichkeit, dass n Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag feiern. | Wahrscheinlichkeit, dass bei n Personen meh-
sonen A rere Personen an einem Tag Geburtstag haben.
P(A) m
n P(A)=1- P(A)
I [36s _306-1_ 1365
365 365 365
2 365 364 365 366-2_( 997 1365 364 _ 0 003
365 365 365 365 365 365
3|36 364 363365 364 365-3+1_365 364 366=3 |, 365 364 363 _ (o
365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 ’
4| 365 364 363 362365 364 363 366-4 _ () ge 365 364 363 362 ¢
365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365
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Statistik und Wahrscheinlichkeit 16

25 365-364-363-....-(365-25+1) _ 365-364-....-(366 - 25) . 365-364-363-....- (366 —25)
36527 36527 36527
n 365-364-363-....-(365-n+1) _ 365-364-....-(366—n) . 365-364-363-....-(365—n +1)
365" 365" 365"
. . PN — . —n)
P(A) = | 365-364-363-.... (365—n+1)-(365 n).=1_ 365! fir 1 < 366
(365—n)+365" (365-n)!365"

Eine direkte Berechnung aller Wahrscheinlichkeiten ist wegen der Berechnung von 365! nicht moglich.
Wir wihlen die rekursive Form zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten.
Losungsansatz mit TII:

Zelle A4: 1 Zelle B4: 1 Zelle C4: 0
Zelle A5: 2 Zelle B5: = B4*(366—A5)/365 Zelle C5: =1-B5
Kopieren Sie die Zellen A5:CS in die darunter liegenden Zeilen und erstellen Sie eine geeignete Grafik.
B5 [FB4(366-A5) / 365 ' 2‘ P(n)
A B T = = o :
3 n | PlAquer) PrA) [ 11E : Geburtstagsproblem
4 1 1 0 - .
5 2[0.957260274] 0.002739726 1 ke X L R R 1
6 3]0.991795854] 0. 00682041659 = : @ 2
7 4]0.953644058| 0.0163553125 ook = . —
8 5/0.972564426(0.0271355737 - C‘.:.D : - M) Pt |
9 6]0.959537516]0.0404624836 N o : Sl R [
10 7]0.9437642970.0562357031 0.8 o, ! o ’ B [
11 8[0.925664706]0.0743352924 07k o ' 1+ BoS00 17l
12 9]0.905376166|0.0946238339 - . . 4+ I | ,m(—,o—' 1
13 10]0.653051522| 0. 1169481777 s CY .. :
14 11]0.655855622]0.1411413783 - LA e
15 12[0.632975211] 0. 1670247888 osb - A ]
16 13]0.805589725] 0. 1944102752 - o ™
17 14[0.776897486] 0.223102512 04k e et
18 15[ 0.74709868 |0.2529013198 - ey
19 16]0. 716395995 0. 2536040053 03k + . ] (@B oesebciat| compan | Cose | e |
20 17| 0.654992335] 0. 3150076653 - + : Ta,
21 18] 0.653085552| 0. 3469114179 o2k & . o,
22 19 0.620881474] 0.379118526 - e ! DDDD
23 20(0.568561616]0.4114383836 L + '
24 21]0.556311665] 0. 4436863352 0.1 - ' DDDGDQO n
25 22|0.524304692|0. 4756953077 gttt g [ 3 I oY e
26 23[0.492702766|0.5072972343 .
2 Al ARTREETA 2RIAATETO ol 1':} 2[} ' 3[} 4':} 5':} ED ?D
«| » 5 List A Matrix A Spread{ lT ‘1 [ 0 - .

Die Losung der Aufgabe mit Excel erfolgt &hnlich der Losung mit TI InterActive!.

1T

T® OSTERREICH
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Statistik und Wahrscheinlichkeit 17

Binomialverteilung
Die Binomialverteilung (Bernoulliverteilung) ist wahrscheinlich die wichtigste diskrete Wahrscheinlich-
keitsverteilung.

Grundlage ist ein Zufallsexperiment mit zwei mdglichen, einander ausschlieBenden Ergebnissen A und A.
P(A)=p Erfolgswahrscheinlichkeit

P(A)=1-p=q Misserfolgswahrscheinlichkeit

Das Zufallsexperiment wird n-mal durchgefiihrt, wobei die Durchfiihrungen unabhéngig voneinander sein
sollen (Ziehen mit Zuriicklegen).

Untersucht wird die Anzahl der Erfolge x bei n unabhingigen Durchfiihrungen des Zufallsexperiments.

Beispiel:

In einer Urne befinden sich 15 Kugeln. Davon sind 7 rot und 8 Kugeln blau. Es werden 3 Kugeln mit Zu-
ricklegen entnommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit keine, eine, zwei oder drei rote Kugeln zu zie-
hen?

N=15 Umfang der Grundmenge
M=7 Anzahl der Elemente mit bestimmter Eigenschaft (hier: Farbe der Kugel ist rot).
p= M = z Erfolgswahrscheinlichkeit p
N 15
M 8 . - .
q=1- ~ = = Misserfolgswahrscheinlichkeit q=1-p
n=3 Umfang der Stichprobe (mit Zuriicklegen)

X = Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe, x; €{0, 1, 2, 3}

0 3
P(X = 0) = P(nie rot) = P(b1 Nb2nb3) = . 5.8 o517 =1.[ L] (3
15 15 15 15

P(X = 1) = P(einmal rot und zweimal nicht rot) = 15 rot
=P((r1Nb2Nb3)uU(b1Nr2Nb3)u(blNb2Nr3) ) = t(
TO
= P(r]Nb2Nb3) +P(b1Nr2Nb3) + P(b1Nb2Nr3) = s ¥ blau
7 8 8 8 7 8 8 8 7
= +— .= /rOt(8/15\ 715 —rot
15 15 15 15 15 15 15 15 15 215 blaus
7\ (g2 ) “blau
=3. (—J (—j = 0.3982 tart <
15 15 8/15 .
AN s
P(X = 2) = P(zweimal rot und einmal nicht rot) = blau=7/15 —rot =g/ 5~plau
=P((r1Nr2Nb3)u(r1Nr2Nb3)u(rl Nr2Nb3) ) = 8/1 rot
=P(r1Nr2Nb3) +P(r1Nb2Nr3) + P(b1Nr2Nr3) = 7/15
77 8 7 8 7 8 7 7 blau <.

_____ +— e — 4 —_——= 8/]5\b1au

2 1
—3 [ L) (2] = 03484
15) s

3 0
P(X = 3) = P(dreimal rot) = P(r1Nr2Nr3) = Tz =0.1016=1- RN
15 15 15 15 15

Summe: P =1

Die Losung der Aufgabe anhand eines Ereignisbaumes ist eher mithsam. Fiir grofle n (z.B. 100 Kugeln wer-
den gezogen) ist diese Vorgangsweise sogar fast undurchfiihrbar. Eine Verallgemeinerung der Vorgangs-
weise ist angebracht.
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Statistik und Wahrscheinlichkeit 18

Zusammenfassung: p = Erfolgswahrscheinlichkeit ; ¢ =1 — p = Misserfolgswahrscheinlichkeit

P(X — Anzahl der Erfolge) — Anzahl der Pfade - p Anzahl der Erfolge | qAnzahl der Misserfolge

Die Anzahl der Pfade lassen sich mit Kombinatorik berechnen:
Wieviele Moglichkeiten gibt z.B. es aus 3 freien Pldtzen 2 Plétze fiir p auszuwihlen?

3
(J =3 Moglichkeiten (ppq oder pqp oder qpp) (sieche Seite 53)
Wieviele Moglichkeiten gibt es aus n freien Pldtzen x Pldtze fiir p auszuwahlen?

n . . 7
( j Moglichkeiten ( ]
X 2

Diese Zahl gibt an, wie viele Pfade es gibt, bei n Versuchen, x Erfolge zu erhalten.

Binomialverteilung B(n; p)
x €{0,1, 2,3, ..., n}; diskret
n
n
f(x) =P(X=x)= (x] pt-1-p" z P(X=x;)=1 Wahrscheinlichkeitsfunkt.

i=1
k
F(x)=PX<x)=PX=0)+PX=1)+... +PX=x() = Z P(X=x;) Verteilungsfunktion

i=1

u=EX)=n-p Erwartungswert
c= \/ V(X) = \/ n-p-(1-p) Standardabweichung

Verwendung von Technologie

Fortsetzung des letzten Beispiels: In einer Urne befinden sich 15 Kugeln. Davon sind 7 rot und 8 Kugeln
blau. Es werden 3 Kugeln mit Zuriicklegen entnommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit keine, eine,
zwei oder drei rote Kugeln zu ziehen?

Bei TI-Produkten gibt es einheitliche Funktionen zur berechnung der Binomialverteilung:
n

f=P(X=x)= ( ]-px -(1-p)™™* entspricht die Funktion binompdf(n,p,x)
X

F(x) =P(X £ x) entspricht die Funktion binomcdf(n,p,x).

Dabei steht die Abkiirzung pdf fiir probability distribution/density function (Dichtefunktion) und edf fiir
cumulative distribution/density function (Summenfunktion, Verteilungsfunktion).

Die Berechnung ist mit TII bis n = 999999 moglich!

TI InterActive! BG_7_15).tii)
Definieren Sie im neuen Arbeitsblatt zunichst die vorliegenden Parameter n und p.
Es ist auch zweckmifBig (n und p dndern sich nicht) die verwendeten Funktionen vereinfacht neu zu definie-

ren. Danach konnen Sie die gefragten Wahrscheinlichkeiten durch Einsetzen der x; €{0, 1, 2, ... , n} be-
rechnen und die Ausgabe nach Wunsch formatieren.

Fir P(U <X < O) verwenden Sie P(U<X< 0)=F(O)-F(U-1); mitUundO €{0, 1,2, ... ,n}

© tinhof 2008
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n=73 Stichprobenumfang

Pbin(x) = binomPDF(n, p, x) = "Done"

F(x) = binomCDF (n. p, x) = "Done"

o=864099 p =14

P(X=0)=Pbin(0) = .151704 = binompdf (n. p, 0) = 151704
P(X=1)=Pbin(1) = 398222

P(X=2)=Pbin(2) = 348444

P(X=3)=Pbin(3) = 10163

[PX=4)=Pbin(4) =0. unmégliches Ereignis!]
P(X<2)=P(X<=1)=P(X=0)+P(X=1)=F(1) = 549926
P(1<X<=3)=P(X=2)+P(X=3)=1-PX<=1)= F(3) -F(1) = 450074

a3
I

p =_ Erfolgswahrscheinlichkeit m=npis= x,ln-p-i:1 -p)

Offnen Sie den Listeneditor, indem Sie auf klicken.

Klicken Sie nacheinander auf den Spaltenkopf der Listen L1, L2 und L3 und geben Sie in das erscheinende

Eingabefenster fiir Formeln, die aus dem Bild ersichtliche Formel ein.

B Xetoc HEEENNE 0L Gh NE
ITI Math ~ B 7 U | = oS- A Yo
listname L1 L2 L3 -
formula = :=seq(x,x,0,n) :=Pbin(L1) :=F(L1) o
i | 0 0.1517037037 0.1517037037
2 1 0.5499253259
3 2 0.8983703704
4 3 1
5
6 L2 Information
9 |L2
Palette
12 Farmula: Q
12 [Poin(LT) Cancel
12 Help
«| v\ List A Matrix A Spreadsheet |l B i

Nach dem Erstellen der Listen klicken Sie auf &=, um die Eingaben fiir die grafische Darstellung vorzu-

nehmen.

000

1T

T* OSTERREICH
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Eingaben fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) (Stabdiagramm):

r@ S Stat Plot Styles
i) Stat Plots ] Plot Type:m
v ]:D] . ]"—1 2] st L7
IL2 ‘ Frequency: ]L2 ¥ Use Fraquency
T I T . ‘ ‘ I Class Edge: |- - 95 Class width: |- 7
i
I | m?'--" — ] Wwieight: 17 -1 Color: .
i =
: ~Fill
Independett Yanable: Pla;tem ]- - Color: ]—
Deselect AII] Copy All I Cloze I Help ‘ oK Cancel I Help
|

Fiigen Sie die Grafik mit 2] in [hr Arbeitsblatt.

Klicken Sie nochmals auf , um auch die Verteilungsfunktion F(x) zu zeichnen.
Eingaben fiir die Verteilungsfunktion F(x):

B Functions Stat Plot Styles
) StatPlots | Plot Tyre: [Histogram | ~|
P]E[Ij . ]'—1| o] List L1
IL3 ‘ Elequency:]u v Use Fraguency
r]‘ w5 .‘ ‘ Class Edge: [0 Class Width: [T+
L
I | m?‘ e — = ﬂaght:j_ vl Calor: .
[»e
s Fill
dependetit Y anable: F"a;tem: - Colar: r
Deselect AII] Copy Al I Cloze I Help ‘ Ok | Cancel I Help

Fiigen Sie auch die zweite Grafik mit [&] in Thr Arbeitsblatt.

Trlx) 1) 1 LR Verteilungsfunktion +———
09+ 0.9} 09l -— 4
08r 08t 08
07 07t 0Tt
06 0.6+ 06f
—a
05F 05+ 05F
041 04+ 04t
03+ 0.3+ 0.3f
02+ 02+ 0.2F
—
0-1 04+ 01
075 1.5 225 3 3.75 1 2 3 4 1 2 3 4

Anmerkung: Die exakte Darstellung der Verteilungsfunktion (Bild ganz rechts) ist sehr aufwéndig zu erstel-
len. Wir begniigen uns in Folge mit der gendherten Darstellung als der Verteilungsfunktion als Histogramm
(Bild in der Mitte).

Mit rufen Sie das Stat Calculation Tool auf. ') Statistics Calculation &
Eingaben: Calculation Setup ] Calculation Results

Calculation Type: One-Variable Statistics Input

X List: L1 Calculation Type: | OneVariable Statistics B
Frequency: L2 One-Variable Stafistics T

O k=14 Vit

Save Results ox = 864099 Fiequenzy: [L2

Sie erhalten Erwartungswert und Standardabweichung berechnet.
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Stichprobenanweisung

Ein Betrieb stellt monatlich eine sehr groB3e Stiickzahl eines Produktes A her und liefert dieses Produkt an
einen Abnehmer. Der Produzent versichert, dass maximal p = 5% der von ihm gelieferten Produkte fehler-
haft sind.

Zur Sicherung der Qualitit wird jede Lieferung mit Stichproben iiberpriift. Beim Abschluss des Lieferver-
trages einigt man sich darauf eine n-c-Stichprobenanweisung durchzufiihren.

Bei jeder Lieferung wird eine Zufallsstichprobe vom Umfang n = 100 entnommen.

Die Zahl c =5 ist die Annahmezahl.

Findet man bis zu 5 defekte Produkte in der untersuchten Lieferung, wird diese Lieferung trotzdem ange-
nommen.

Findet man mehr als 5 defekte Produkte in der Lieferung, wird das Los (die gesamte Lieferung) abgelehnt.
Die Wahrscheinlichkeit dass eine Lieferung angenommen wird, heisst Annahmewahrscheinlichkeit P,.
P,=P(X<¢c)=F()=PX=0)+PX=1)+... + P(X=¢)

p ist der Anteil der fehlerhaften Produkte in einem Los (Fehleranteil). (n_c_Stichprobenanweisung.tii)

Zur Berechnung der Annahmewahrscheinlichkeit eignet sich die Binomialverteilung.

Fiir umfangreichere Berechnungen ist es oft sinnvoll eine eigene Funktion zu definieren.
yb(p) =binomCDF(n, p, c) yb(p) = binomedf (100, p, 5)

a) Wie groB3 ist die Annahmewahrscheinlichkeit bei einem Fehleranteil von

p=5%?
P, = P(X < 5) = binomedf(100,.05,5) = 0.616
binomedf (n, 0.05,¢) =.615999128 yb(.05) =.615999

Bei einem Fehleranteil von 5% werden ca. 61.6% der Lose angenommen.

b) Wie groB ist die Annahmewahrscheinlichkeit bei einem Fehleranteil von

p=10%?
P, =P(X <5) = binomedf(100,.1,5) = 0.0576
bitnomedf Z_-IEE: 0.1,5) =.037576886

Bei einem Fehleranteil von 10% werden nur noch ca. 5.76% der Lose angenommen.

¢) Wie hoch darf der Fehleranteil p maximal sein, wenn die Annahmewahrscheinlichkeit P, = 90% sein soll.
Bei TII ist die Berechnung mit solve( und nsolve( ist nicht zielfiihrend.
Man muss zusitzlich ein Intervall fiir p angeben!

nsolve(binomedf (n, p,c) =0.9, p) EVAL ERROR: Probability must be in [0,1] interval.
nsolve (binomedf (n, p,c) =0.9,p) |[p=0andp <1 =.031817

Einfacher ist die grafische Berechnung des Schnittpunktes der Geraden y2(x)=0.9 mit der Kennkurve in der
Grafik.

1.1FAnnahmewahrscheinlichkeit

Eingabe TII:  y1 = binomCDF(100,p,5) e mewahrecheinlichikai
11 nnahmewanrscheinlichker
y2 =09 1“\(.031817, 9) 1

9
0.9 ook
0.8

Vergleiche:  yl =binomCDF(100,p,5) ' 08}

0.7 o7l
0.6 ogk

n=100; c=5
n=200; c=10
n=1000; c=50

n=10000- c=500

(.05, .615999)

y2 = binomCDF(200,p10) 0.5F 05l
0.4t 0}
y3 = binomCDF(1000,p,50) ol ool
. 0.1 Fehleranteilp  0-1F Fehlerantsil p
y4 = binomCDF(10000,p,500) 003 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18 0,02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 014
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Beispiel Uberbuchung: Ein Ferienhotel hat 300 Zimmer. Der Direktor weiss, dass durchschnittlich 5% al-
ler reservierten Zimmer nicht belegt werden. Aus diesem Grund wird das Hotel manchmal iiberbucht. Es
werden mehr als 300 Zimmerbestellungen entgegengenommen.

a) Wie viele Buchungen diirfen hochstens angenommen werden, wenn mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95% nicht zu viele Géste (= hochstens 300 Giste/Zimmerbelegungen) eintreffen sollen. Dh. die
Wabhrscheinlichkeit, dass das Hotel iiberbucht ist, darf 5% nicht {ibersteigen.

X = Anzahl der tatsachlich eingetroffenen Gaste; p = 0.95
n Stichprobenumfang; Anzahl der Buchungen; gesucht

p =0.95 Erfolgswahrscheinlichkeit; Gast kommt tatséchlich
m=np:is=y n-p-(l - p)

6=.217945/n u =.95n

Es soll gelten: P(X>300) < 0.05

1-P(X<300) <0.05
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 300 Gaste kommen soll maximal 0.05 sein.

Die Berechnung der zuldssigen Buchungen n erfolgt durch Probieren oder mit einer Tabelle.
Probieren: ~ n=310: 1 - binomCDF(310, p, 300) =.050897707704 > 0.05

n=309: 1 - binomCDF(309, p, 300) =.026668975875  <0.05

Somit dirfen maximal 309 Gaste gebucht werden!
seq(x, x, 300, 350) — L1
seq(1 - binomCDF (x, p, 300), x, 300, 350) — L2

L1 L2
300 0 0.1 - PR{=500) Uberbuchung
301 2E-007| ppo- L
302| 3E-006
303| 3e-005| 08"
304|0.00014| 0.07-
305/ 0.00057| qops-
306|0.00188 005 L cot Cronoe
307|0.00522
308/ 0.01256| 0.04-
309 0.02667 0.03- I
310 0.0509 0.0z
311|/0.08845
312/ 0.14154| 0.01- *
313 0.21056 + Zimmemeservierungen
314] 0.29364 300 302 304 306 308 310 312 314

In Liste L2 steht die Wahrscheinlichkeit, dass das Hotel liberbucht ist.

Der Direktor darf maximal 309 Buchungen akzeptieren. Je weniger Buchungen der Direktor zulédsst, umso
sicherer ist, dass das Hotel nicht iiberbucht ist. Bei 300 akzeptierten Buchungen ist das Hotel sicher nicht
iiberbucht. Ab 310 Buchungen ist das Hotel mit mehr als 5%-iger Wahrscheinlichkeit tiberbucht.
Durchschnittlich werden p = n-p =309-0.95 = 293.55 = 294 Zimmer belegt sein.

www.t3oesterreich.at
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b) Rund um die Osterzeit dndert sich das Verhalten der Kunden. Zu dieser Zeit werden nur ca. 1% der ge-
buchten Zimmer nicht tatsdchlich belegt.

Wie viele Buchungen diirfen hochstens angenommen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass das Hotel
iiberbucht (= hochstens 300 Géste) ist, 5% nicht tibersteigen darf .

X = Anzahl der tatsachlich eingetroffenen Gaste; p = 0.99
n Stichprobenumfang; Anzahl der Buchungen; gesucht

p =0.99 Erfolgswahrscheinlichkeit; Gast kommt tats&chlich
seq(1 - binomCDF(x, p, 300), x, 300, 350) — L3

0.1 = P(X>500) Uberbuchung
0.09- +
0.08 -
0.07 -
0.06-

+ 5% Grenze.

0.05—

L1 L2 L3 0.04-
300 0 0 0.03-
301 2E-007|0.04855 0.02-
302| 3E-006|0.19469 0.01F +  Zimmerreservierungen
303| 3E-005/0.41535 80" 3t2+ 36 306 308 30 312 314

+

Der Direktor darf jetzt nur maximal 301 Buchungen akzeptieren.

Zentraler Grenzwertsatz; Simulationen mit TII
Die praktische Bedeutung der Normalverteilung liegt darin, dass viele real vorkommende Zufallsgro3en
zumindest ndherungsweise normalverteilt sind.

Der zentrale Grenzwertsatz (allgemein bewiesen vom Russen Ljapunoff) lautet in etwas vereinfachter
Form:

Eine Zufallsvariable X, die sich aus der Summe von vielen (beliebig verteilten) Zufallsgrofien gleicher
Groflenordnung X, Xy, ..., X, zusammensetzt, ist angendhert (genauer: asymptotisch) normalverteilt.

- Die Giite der Anndherung steigt mit der Anzahl n (n > 30).
- Die Zufallsvariablen sind voneinander unabhingig.
Meist sind die X; Stichproben aus einer Grundgesamtheit.

Beispiel Simulation:
k-maliges Werfen eines Wiirfels; X = geworfene Augenzahl

Xi 1 2 3 4 5 6
pPi= P(X=Xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

6
u=BX)= D x;-p; =3.5;
i=1

\ _ X , 35
=VX)= 2 (%~ P =

i=1

=2.9167, Standardabweichung: ¢ = 1/?—; =1.7078.
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Simulation Augenzahl eines Wiirfels

procedure

Augensumme von n=1Wirfel bei k =10000 WVersuchsdurchfihrungen
randseed (123) = "Done" Initialisierung des Rechners
randintiil._ b, k:ﬁ — L1 Erzeugt eine Liste mit 10000 Zufallszahlen zwischen 1 und 6 {inkl ).

k 5000
D=— =—+

3] 3

i One-Variable Statistics

-2000 x=34977

C Zx = 34977

- 1600 Tx' = 151667.

- Sx=171263

L4000 ox=1.71254

| n = 10000,

min¥ = 1.
- 500 Ql=2
i Median = 3.
1 1 1 1 1 1 1 L Q} — 5
1 2 3 4 &5 6 T 8
L max¥ = 6.

Es zeigt sich, dass sich die real ermittelten statistischen Kennzahlen nur wenig von den theoretischen Wer-
ten u und o abweichen.

Beispiel Simulation:
k-maliges Werfen von zwei Wiirfeln;
X =X;+ X,=Summe der Augenzahlen; X; Augenzahl des i-ten Wiirfels.

Simulation mit TII

TI InterActive! hat gegeniiber den Handhelds den Vorteil vom Speicherplatz (fast) nicht beschriankt zu sein.
Es lassen sich somit Simulationen mit einer sehr groBen Zahl k von Durchfiihrungen rechnen.

Die Dateien werden allerdings sehr grof3, konnen aber durch ,,Zippen* deutlich verkleinert werden.

Initialisieren Sie zunédchst Ihren Rechner wieder mit 123.

Die Vorgangsweise ist hier etwas komplizierter als bei der ersten Simulation und soll daher in Schritten er-
klart werden. Die Formel fiir die eigentliche Berechnung ergibt sich erst im letzten Schritt.

- randInt(1,6) erzeugt eine ganzzahlige Zufallszahl zwischen 1 und 6
- randInt(1,6,2) erzeugt eine Liste aus zwei Zufallszahlen zwischen 1 und 6.
- sumlist(randInt(1,6,2)) berechnet die Summe der Werte einer Liste mit zwei Zufallszahlen

zwischen 1 und 6.
- seq(sumlist(randInt(1,6,2),X,1,12000)) berechnet eine Liste mit 12000 Summen zweier Zufallszahlen
(Augensummen von 2 Wiirfeln). Diese Liste soll wieder in L1 gespeichert werden.
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E(X)= x=7=n=E(X;) +E(X,)=3.5+3.5=2-35
6=2249~+2-1.7078 =2.4 (Anmerkung: G = s,1 = s,)

V(X)=225=5.06= 2-6>=2-35/12=5.8

Mit der Funktion Y1 = normalpdf(X,n*3.5, J_ (n*35/12))*k kann die Giite der Approximation grafisch
iiberpriift werden.
Eingabe: Y1 =normalpdf(X,2*3.5, J_ (2*35/12))*12000

(Simulation2 Wuerfel.tii; SimulationSWuerfel.tii;)

Augensumme
procedure
Augensumme von n = 2 Wirfeln bei k= 12000 Versuchsdurchfithrungen
randseed (123) = "Donei Initialisierung des Rechners
randint(1, 6,2) = {5., 6. f Erzeugt eine Liste mit 2 Zufallszahlen zwischen 1 und & {inkl.).
sumlist(randint(1, 6,2)) =7.  Erzeugt die Summe der Werte einer Liste mit 2 Zufallszahlen zwischen
1 und & {inkl).
seq( sumlist{ randint( 1, 6, 2) ), X 1, 12000) — L1
235
v(x) = normalpdf] x, 3.52, =TT 12000 |
b oo E]ﬂe—VaIiab]e Statistics
x=7.0395
Tx=84474
Tx = 665480,
Sx=1242953
ox=242043
n = 12000.
min¥X =2
Ql=5.
Median = 7.
Q3=9.
maxX =12
--250
e e Bl (@ Fanctions ﬂ
Y= Stat Plots |
st [L1 Fl‘ . ||_1 ~
Erequency:l I~ Use Frequency |
‘ Class Edge: [ Class Wit [ 1 ‘ |-| A . |
Lin |
Stle; | — = Weight | —— = Color: . ‘
| #=H sen—1 L
’VF'a;tern I- vl Calar: . ‘ Independent Yanable: I
oK Cancel | Help | Deselect Al Copy Al Cloze Help
B CESTETETy
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Beispiel:
k-maliges Werfen von 10 Wiirfeln;
X =X, + X; +...+ Xjo = Summe der Augenzahlen ; X; Augenzahl des i-ten Wiirfels.

Vermutung fiir den Erwartungswert E(X) der Augensumme und die Varianz V(X) der Augensumme:

E(X)=10-3.5=35; V(X)= 10-?—; =29.167

(simulation_nWuerfel kDurchfuehrungen.tii)

Simulation simulation_nWuerfel_kD urchfushrungen tii
task
k = 20000 = 20000. Zahl der Durchfithrungen
n =10 =10. Zahl der Wirfel
randseed (1234) = "Done"
procedurs
Erklarungen: i .
randint(1.6,n) - L1 =42.2.5.3.5.2.2.5.2.2.} n Zufallszahlen aus dem
Intervall [1; 6]
sumlist(L1) = 30. Augensumme
Berechnung:
seqi:sumlisti:randintizl: 6. n):‘ x 1. k:‘. — L1 Folge von k Augensummen
—

1.}.) = normalpdf; = 3 50, nl-: -k = "Done" Glockenkurve

2000 One-Variable Statistics

Haiufigheit x=34.9744

gx=537063
-1500 .
i1 n-3.5 =35,
n-35
-1000 = 5.40062
iy 2
500

5 1015 202530354045 50 55606570

Augensumme

Aufgrund der vorliegenden Ergebnisse vermuten wir fiir X = X, + X, + X5 +...+ X,

Erwartungswert: E(X) = E(X,) + E(X,) + E(X;) +...+ E(X,)
Varianz: V(X)=V(X))+ V(Xy) + V(X3) +...+ V(X,)
Anmerkung: X; und X sind paarweise unabhingig
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Beispiel Simulation:

Die n-gewichteten Varianz der Stichprobe ist nicht gleich der Varianz der Grundgesamtheit!
Dies gilt aber fiir die (n-1)-gewichtete Varianz!

Mit Hilfe einer Simulation soll dieser Sachverhalt veranschaulicht werden.

S,..” ist ein erwartungsgetreuer Schitzer der Varianz der Grundgesamtheit.

Die unbekannte Varianz ¢’ der Zufallsvariablen X (Grundgesamtheit) ist durch 02 =s,_,> zu schit-

n—1
zen.

Einen Beweis des Satzes finden Sie in Kreyszig, Seite 392.
(simulation_sn-1.tii)

Simulation o=sp.1 Simulation_sn1 i

procedurs

randseed (1234) = "Done"
n=5=3 n=>50 =30

g =10 =10 Dieser Wert soll geschatzt werden: & =100

1. Schritt:‘ 5 normalverteilte %ufallszahlen: .
randnorm | . . n:f —=11 = <:_56.9I]21._ 54.9097. 454352, 50.9065. 41.0626 ;

2. Schritt:
Berechnung der (n-1)-Varianz der Zufallszahlen fir eine Durchfithrung der Stichprobe vom Umfang n:

variance(L1) =43 2897

Berechnung der n-Varianz der Zufallszahlen fiir eine Durchfiithrung der Stichprobe vom Umfang n: -

-1 . .
- -variance(L1) = 34.6317

1n

3. Schritt: Folge von 1000 Durchfihrungen vom Umfangn =3

seqi:'»,-'aﬁancei:randnmni:p: . n;‘j x 1, IDDD} - L1

4. Schritt:
Mittelwert der berechneten (n-1)- Varianzen:

mean(L1) =99.153

Mittelwert der berechneten n-Varianzen:
.."I." _ 1 "\“\
mean| | L1i] =79.3224

il i

W L

Welcher der beiden Werte schatzt o =100 besser?

000

[T

www.t3oesterreich.at T: OSTERREICH
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3 Konfidenzintervalle; Vertrauensbereiche fiir den Anteilswert 7

Ein Konfidenzintervall (Vertrauensbereich) mit dem Konfidenzniveau c ist ein Bereich, in dem ein unbe-
kannter Parameter mit der Wahrscheinlichkeit c liegt.

Mit der Irrtumswahrscheinlichkeit oo = 1 — ¢ liegt der Parameter nicht im berechneten Intervall.

Meist verwendet man ot = 5% (c = 95%; 95%-Konfidenzintervall) oder o = 1% (¢ = 99%; 99%-Konfidenz-
intervall.

Beispiel:

Ein 95%-Konfidenzintervall {iberdeckt den gesuchten Parameter der Grundgesamtheit in ca. 95 von 100 be-
rechneten Intervallen.

Ca. 5 der 100 Intervalle iberdecken den gesuchten Parameter der Grundgesamtheit nicht.

Wir betrachten in diesem Kapitel nur zweiseitige Konfidenzintervalle fiir Anteilswerte.

Beispiel:

Eine Telefonumfrage unter 300 Wahlberechtigten ergab, dass bei der ndchsten Wahl x = 140 von den ge-
fragten Personen den Kandidaten der Partei A wéhlen wiirden. Der Rest der Stimmen verteilt sich auf ande-
re Parteien. Berechnen Sie ein 95% Konfidenzintervall fiir den unbekannten Wahleranteil 7t der Partei A
unter allen Wahlberechtigten.

Die Anzahl X = Wihler der Partei A in einer Stichprobe vom Umfang n ist binomialverteilt B(n; 1) mit
dem bekannten Parameter n und einem unbekannten p = n-7.
Der Anteilswert ©t der Grundgesamtheit ist unbekannt.

x =140 beabsichtigte Wiahler von A in Stichprobe
n =300 Umfang der Stichprobe
c=95% Niveau des Konfidenzintervalls
. 140
p=—= 0.4667 Wihleranteil (bekannt) von A in der Stichprobe
1/p (l p)<Tc<p+z 1/p (1 p) mit z —GJ_I[C;l] fiir 0.3 < p<0.7
[p—e;p+e] mite=z 1/— e heilit Fehlertoleranz oder Schwankungsbreite
n

Diese Naherungsformel findet fiir n >30 und n-p-(1-p)>9 findet in der Praxis sehr hidufig verwendet.
Alle TI-Produkte rechnen nur mit dieser Naherungsformel!

Fortsetzung des letzten Beispiels

Berechnung des Konfidenzintervalls

140 140

300 - 300) 140
300 300 "

140 140,
300 300" -1 .410213;0.52312]
300

ﬂ—196

300

+1.96-

Interpretation: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegt der Wiahleranteil des Kandidaten der Partei A
zwischen 41% und 52.3% der abgegebenen Stimmen.

Bei Verwendung von TII klicken Sie auf und 6ffen damit ein Fenster zur Berechnung von Konfidenz-
intervallen.

Tragen Sie die gegebenen Werte in die dafiir vorgesehenen Eingabefenster ein und klicken Sie auf
(Calculate| Mit|Save Results| fiigen Sie die Ergebnisse in Thr Arbeitsblatt ein.
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EJ-J_\] Statistical Tests & Intervals

Tests & Interval: Setup l Calculation Results ]

Input

Test o Interval Title: |C =03

Test or Interval Type: |Dne-pr0porti0n z confidence intewalﬂ

Input Type

(o Data i

x |14n

n 300

C-level |0.95

<]

One-proportion z confidence interval
Interval = ((410213..52312)

b= 466667
n =300,

< x| =l

Wie ist das Konfidenzintervall nun zu interpretieren?

Nehmen wir an, wir ziechen 100 Stichproben zu je 300 Personen und erheben den Anteilswert der Wahler
von Kandidat A in diesen 100 Stichproben sowie die Standardabweichung und die Grenzen des Konfiden-

zintervalls zum Signifikanzniveau 95 %.

Dann konnen wir erwarten, dass 95 der 100 Konfidenzintervalle den Anteilswert der Grundgesamt-

E_l-i_ll Statistical Tests & Intervals
Tests & Intervals Setup  Caloulation Results
Results
W ¢=0095

heit enthalten, aber 5 Konfidenzintervalle enthalten den Anteilswert der Grundgesamtheit nicht.
Beachten Sie: Ein einzelnes Konfidenzintervall enthélt entweder den Grundgesamtheitsparameter 7 oder es
enthélt ihn nicht. Ob es den Grundgesamtheitsparameter enthélt, kdnnen wir nur mit einer Sicherheit be-
haupten, die durch das Konfidenzniveau c (meistens 95 %) angegeben ist.
Die folgende Grafik zeigt 10 Konfidenzintervalle von 10 verschiedenen Stichproben aus einer Grundge-
samtheit mit dem Anteilswert © zum Konfidenzniveau 80 %.
8 der 10 Konfidenzintervalle enthalten im Schnitt den Grundgesamtheitsparameter w, zwei aber nicht!

(konfidenzsimulatAnteilswert.tii)

Wie viele Konfidenzintervalle Gberdecken den (unbekannten) Anteilswert?

04

Wie viele Konfidenzintervalle tiberdecken den (unbekannten) Anteilzwert?

Grafische Darstellung von Konfidenzintervallen durch ,,Konfidenzellipsen*

Fir das Konfidenzintervall des Anteilswertes 7

. . oA X P
p—-e<n<p+e mitp=—unde=z

n n

p-(1-

einer Grundgesamtheit gilt

p) und z:d)_l(—czlj

0d

Der Anteilswert der Grundgesamtheit 7 liegt also mit Wahrscheinlichkeit ¢ zwischen einer oberen und einer
unteren Grenze des Konfidenzintervalls. Zur grafischen Veranschaulichung von Konfidenzintervallen wer-
den zuerst die Gleichungen der begrenzenden Funktionen y,(n, p) und y,(n, p) - das sind gleichzeitig auch

die Grenzen des Konfidenzintervalls - definiert.

Ausserdem wird die Funktion fiir die Schwankungsbreite e(n, p ) definiert.

Schwankungsbreite e:

\ n 2
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Untere begrenzende Funktion: yun, p)=p—e(n,p)
Obere begrenzende Funktion: Vo(n, p)= p+e(n,p)

Intervallgrenzen
Diese beiden Funktionen y,(n, p) und y,(n, p) werden dann fiir konkre- ’ Konfidenzelipse

te Werte von n und p als unabhéngige Variable in einem passenden Ko-

ordinatensystem dargestellt. e

Die Grafik rechts zeigt die Konfidenzellipse fiir n = 300; x = 140; 0el 0 2eer 0ean
c=0,95.

In der Grafik geben die y-Koordinaten zweier Punkte auf der Konfiden- 04t (0.4867, 0.4102)

zellipse die Grenzen des Konfidenzintervalls fiir den Wert p= 0,4667

an. (Anmerkung: Aus technischen Griinden wird in der Grafik p anstelle
von p verwendet.) (Konfidenzellipse.tii, konfidenz.tii)

Schwankungsbreite e(p)

0.2

fe+10 fe+1% x = 140 = 140. Zahl der Erfolge
z = invNorm| T invnorm = n =300 =300. Umfang d. Stichprobe
L2 L2
c=095 =93 Konfidenzniveau

A1 -2
1!.-'[___[#11__ p}" =p-z pl‘l—p')l .
T n pP=p=-— = 466667
vO(n p\, =p+z p(1- p} np-(1-p) =74.6667 Kontrolle > 9|
T J n yU(n, p) = 410213 yO(n, p) = 52312

Konfidenzintervall: [0,410; 0,523]

~ o

S

Die folgenden Bilder zeigen ,,Konfidenzellipsen™ fiir verschiedene Konfidenzniveaus. Es zeigt sich, dass die
,.Dicke* der Ellipsen mit dem Konfidenzniveau c steigt.

n=300; x =140; ¢ = 0,80 n=2300; x=140; ¢c=0,95 n=300; x = 140; ¢ = 0,9999

Intervallgrenzenin,p) Intervallgrenzen(n,p} Intervallgrenzen(n,p}
- 1 . .

p=xn

p=xn
010203040506070809 1

010203040506070809 1 010203040506070809 1

Eine VergroBerung des Stichprobenumfangs n fiihrt zu einer Verringerung der Breite eines Konfidenzinter-
valls,

n=30;x=14;¢c=0,95 n=150;x=70;¢c=0,95 n=3000; x = 1400; ¢ = 0,95
Intervallgrenzen(n,p} : Intervallgrenzen(n,p) Intervallgrenzen(n,p)
09F 0.9+ 0.9+
0.8F 0.8 0.8
0.7k 0.7+ 0.7+
u_sf ______ 0.6f 0.6f
08 s 0.5 [ e p— e
0_4t 04 0.4} A
03l — 0.3} | 0.3} |
02 | 0.2 | 0.2 |
01 ! 01 ! 01 !
e N L L Y O I O B [ | | p=n | | | | [p | | | p=n | | | | [P
010203040506070809 1 010203040506070309 1 010203040506070309 1
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Beispiel: Meinungsforschung (Schwankungsbreite.tii/pdf)

L 61%
Auftraggeber: Bezirksblatter c ;
Burgenland !
Ausfiihrende Gesellschaft: GMK

Gesellschaft fiir Marketing und Politbarometer
Kommunikation, Graz ;
Zielgruppe: Bevolkerung des Burgenland
Burgenlandes ab 18 Jahren

Abfragezeitraum: 24. - 25. Feb-

ruar 2005

Sample und Instrument:

402 Telefoninterviews 5
Maximale Schwankungsbreite: gt
Gesamtergebnis + 5% @i%\‘

Anmerkung: + Werte im Vergleich Bekan I"IthEith rad  anshiess
zum letzten Politbarometer im
Marz 2003.

Im Bezirksblatt vom Mérz 2005 ist das Ergebnis einer Telefonumfrage zum Bekanntheitsgrad einiger bur-
genlindischer Landespolitiker abgedruckt. Mit den Umfrageergebnissen ist auch der Stichprobenumfang mit
n = 402 sowie die maximale Schwankungsbreite mit + 5% angegeben.

Berechnen Sie die gegebene Schwankungsbreite fiir die einzelnen Politiker. ¢ = 0.95

Was ist unter dieser maximalen Schwankungsbreite zu verstehen? (Schwankungsbreite.tii)

Berechnungsformel: e=z p-d=-p) _ 1.96-1{% z = invnorm(1.95/2) =1.96
n

Niessl: e=1.96- % =0 +0%,; Jeder kennt Niessl!
Steindl: e=1.96 Jw 0.023 +2.3% [91.7% ; 96.3%]
4

: & =
Illedits: e=1.96 JW =0.0482 + 4.82% [53.2% ; 62.8%]
Kolly: e=1.96 Jw =0.0488 + 4.88% = 5% [42.1% ; 51.9%)]

Die Berechnungen zeigen, dass die Schwankungsbreite sehr stark vom Anteilswert p (= p ) der Stichprobe

abhéngt.
Hr. Niessl hat Schwankungsbreite 0, wihrend das Konfidenzintervall von Hr. Koélly eine Breite von fast
10% hat.

Man kann allgemein zeigen, dass die maximale Schwankungsbreite
bei p = 0.5 auftritt.

Aus der Grafik erkennt man, dass beispielsweise Umfragen mit

n = 100 eine Schwankungsbreite von fast 10% (Breite des Konfiden-

01 Schwankungsbreite c =095

zintervalls = 20%) haben und somit unbrauchbar sind. 0.09
Sinnvoll sind Umfragen somit erst ab n > 300. 0.08
"8 Functions 5

Y= | StatPlats | 0.06

o[— T 00 ) 0.05

(p=0.5] 4.9%)

402,p) Il 0.03

(p=0.94 | 2.3%)

(p) ] (

o @ ]yE(p) = ‘9(3'1”3,9) 0.04
(p) | {
(p) | (

pl— E‘ Jyd p):= [e(1000,p) 002
ol 0.01
Independent Y ariable: |P | n :| 1|‘”‘:|'”'| L 1 I 1 I I P
@ Desclectdll| Copyl | Close | Heln | 010203040506070809 1
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